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Keglesnitsvaerktojer

De folgende veerktojer er beregnet til at tegne keglesnit pa forskellig vis, sasom
ellipser og hyperbler ud fra centrum, toppunkter, halvakser og lignende. Der er
faktisk allerede inkluderet nogle veerktgjer til at tegne keglesnit med i GeoMe-
ter. En typisk sti til folderen Conics ser saledes ud:

C:\Programmer\geometer1-1\GSP_i_undervisningen\Samples\Custom Tools\Conics

Conics
Thisdocument contains several cusom tools for constructing conic sections given defining objects

Parabola: given a focus and directrix

Ellipse: given two foci and a point on the ellipse

Hyperbola: given two foci and a point on the hyperbola

Ellipse or Hyperbola: given two foci and a measurement of eccentricity
Conic: given five pointson the conics

(And of course, Sketchpad's Compass Tool builds a Circle given a focusand a point on the circle.)

Try out these toolsin the space below, or use them in any open document when this document
isopen (or when thisdocument is stored in your Tool Folder).

En del af dem minder selviglgelig om de samme veerktgjer i den danske pakke.
Veerktojerne i den foreliggende pakke er knyttet til filen: Keglesnitsvaerktejer
alment.gsp, som fx kan hentes pa GeoMeters danske hjemmeside. Hvis man
kopierer filen over i makromappen for GeoMeter vil veerktgjerne automatisk bli-
ve indleest som vist pa figuren nedenunder. Ellers ma man abne filen og have
den kgrende i baggrunden, nar man ensker at bruge disse veerktgjer.
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Parabel 3pkk: T - & - P (Toppunkt - Aksepunkk - Fandpunkk)

Parabel 3pkk: F - & - P (Breendpunkk - Aksepunkt - Randpunkk)

Parabel 3pkk: P1 - PZ - 5 (To Randpunkker - Tangenternes skaaringspunkt
Keqlesnit 5 pkk: P1 - P2 - P3 - P4 - PS (Fem Randpunkter)
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1. Ellipse 3pkt: C - T - P (Centrum - Toppunkt — Randpunkt)

Vi ser forst pa ellipsen defineret ud fra sit centrum og sine halvakser. Vi vil da
typisk have centrum og et toppunkt til radighed. Dertil kommer sa endnu et
tilfeeldigt punkt pa ellipsen, der selvfelgelig godt kan veelges som toppunktet
herende til den anden akse. Pa den made kan man fx nemt konstruere ellipsen
indskrevet i ét rektangel. Nar man veelger dette veerktej skal man altsa forst
udpege centrum C og toppunkt T og derneest et tredje punkt P, der ligger pa
ellipsen. Specielt skal det altsa ligge indenfor den vinkelrette stribe frembragt
af aksen i ellipsen, dvs. forbindelseslinjen mellem toppunktet og det modsatte
toppunkt. Punkterne kan veelge frit eller afsaettes oveni allerede konstruerede
punkter. Mens toppunktet T afseettes, vises ogsa det modsatte toppunkt. Der-
efter kan man se hele ellipsekonstruktionen inklusive de fire toppunkter, mens
man afseger placeringen af det tredje punkt P:

Da man har de fire toppunkter til radighed er det nemt at forsyne ellipsen med
halvakser. Det er ogsa nemt — som vist — at konstruere de tilherende breend-
punkter, hvis det gnskes. Cirklen med centrum i U og den halve storakse a
som radius skeerer nemlig storaksen i breendpunkterne F1 og Fa.

Endelig kan vi kort se pa konstruktionen af en ellipse indskrevet i et rektangel:

Diagonalerne skeerer hinanden i ellipsens centrum, mens sidernes midtpunk-
ter bliver ellipsens toppunkter. Vi veelger derfor ellipseveerktgjet og udpeger
centrum og to af toppunkterne som midtpunkter for rektanglets to sider.

Konstruktion af en ellipsetangent kan fx nemt udferes ud fra ellipsens om-
skrevne cirkel som beskrevet i heeftet: De centrale keglesnit med GeoMeter.
Se ogsa afsnittet med Konstruktioner med ellipser.
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2. Ellipse 3pkt: F1 - F2 - P (To braendpunkter - Randpunkt)

Vi ser derneest pa ellipsen defineret ud fra sine braeendpunkter. Vi vil da typisk
have breendpunkterne stillet til radighed. Dertil kommer sa endnu et tilfeeldigt
punkt pa ellipsen, der selvfelgelig godt kan veelges som et af toppunkterne. Nar
man veelger dette veerktgj skal man altsa forst udpege breendpunkterne Fi og
F2 og derneest et tredje punkt P, der ligger pa ellipsen. Punkterne kan veelge frit
eller afseettes oveni allerede konstruerede punkter. Mens det andet breend-
punkt Fz afsaettes, vises ogsa centrum C for ellipsen. Derefter kan man se hele
ellipsekonstruktionen inklusive de fire toppunkter, mens man afsgger placerin-
gen af det tredje punkt P:

Det er nemt at konstruere en tangent til et ellipsepunkt E ud fra breendpunk-
terne, idet tangenten jo halverer vinklen mellem breendstralerne F1E og FzE.
Forst udpeges punkterne Fi, E og F2 og man kan konstruere vinkelhalverings-
linjen, der jo er normal til tangenten. Dernaest konstrueres tangenten som den
vinkelrette gennem ellipsepunktet E.

Hvis vi have fat i ellipsens skulderpunkter, dvs. ellipsepunkterne vinkelret pa
breendpunkterne kan man selvfolgelig gd omvejen over den omskrevne cirkel,
men man kan ogsa udnytte at skulderpunktets hejde p (den sakaldte semilatus
rectum) er givet ved p = b2/a = b - b/a. Hgjden er altsa netop fladtrykningen af
den halve lilleakse:
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Hvis vi endelig vil have fat i ellipsens
ledelinje kan vi fx udnytte at nor-
malen til en breendstrale gennem
breendpunktet skeerer tangenten pa
ledelinjen. Her er det seerligt nemt at
ga ud fra lilleaksens toppunkter, F
hvis tangenter jo er parallelle med
storaksen.
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Konstruktioner med ellipser

Ved konstruktioner med ellipser kan man med fordel tage udgangspunkt i el-
lipsen som en fladtrykt cirkel. Ved at 'puste' ellipsen op til en cirkel omdannes
problemet til et cirkelproblem, der typisk er nemt at lgse, hvorefter lesningen
fladtrykkes og derved kommer til at virke for ellipsen.

Skal vi fx konstruere skeeringspunkter mellem er ret linje og en ellipse 'puster’
vi savel ellipsen som linjen op. Her er det en fordel at bemeerke at skaeringen
med storaksen er et fikspunkt, som ligger stille under oppustningen. Derefter
konstrueres skeeringspunkterne med cirklen. Til sidst fladtrykkes konstruktio-
nen og vi har faet konstrueret skaeringspunkterne med ellipsen:

Givet et ellipsepunkt E er det — som vi har
set — rimeligt simpelt at kosntruere nor-
malen gennem E. Det er noget mere trick-
et at konstruere normalens andet
skeeringspunkt E' med ellipsen. Her kan
det ogsa — som vist — betale sig at benytte
ellipsens omskrevne cirkel og stotte sig til
det associerede cirkelpunkt E.. Linjen
Ec.E'c gar nemlig ved fladtrykningen over i
normalen og ma derfor specielt skeere
normalen pa ellipsens storakse i et fiks-
punkt. Det gor det muligt at konstruere
cirkelpunktet E'c. Det tilherende ellipse-
punkt E' fis da nemt som skaeringen mel-
lem ellipsenormalen og den vinkelrette
linje gennem E'c der star vinkelret pa flad-
trykningsaksen.

P4 samme made er det nemt at konstruere tangenter til en ellipse gennem et
ydre punkt Q. Ferst 'pustes' ellipsen op til en cirkel og vi 'puster' tilsvarende
det ydre punkt op til Q'. Derneest konstrueres tangenterne til cirklen gennem
Q'. Endelig trykkes cirkeltangenterne flade igen sa de bliver til de segte ellipse-
tangenter gennem det ydre punkt Q. P4 denne made kan man fx handtere po-
ler og polarer i forbindelse med ellipser.
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3. Hyperbel 3pkt: C - T - P (Centrum - Toppunkt — Randpunkt)

Vi ser forst pa hyperblen defineret ud fra sit centrum og sine halvakser. Vi vil
da typisk have centrum og et toppunkt til radighed. Dertil kommer sa endnu
et tilfeeldigt punkt pa hyperblen. Nar man veelger dette veerktej skal man altsa
forst udpege centrum C og toppunkt T og derneest et tredje punkt P, der ligger
pa hyperblen. Specielt skal det altsa ligge udenfor den vinkelrette stribe frem-
bragt af aksen i hyperblen, dvs. forbindelseslinjen mellem toppunktet og det
modsatte toppunkt. Punkterne kan veelge frit eller afseettes oveni allerede kon-
struerede punkter. Mens toppunktet T afseettes, vises ogsa det modsatte top-
punkt. Derefter kan man se hele hyperbelkonstruktionen inklusive asympto-
ter og de fire toppunkter, mens man afseger placeringen af det tredje punkt P:

Da man har de fire toppunkter til radighed er det nemt at forsyne hyperblen
med halvakser. Det er ogsa nemt at konstruere de tilherende breendpunkter.
Cirklen, der er omskrevet det omskrevne rektangel skeerer nemlig storaksen i
braendpunkterne Fi og Fa.

Hvis man vil konstruere en tangent til et hyperbelpunkt H kan man udnytte at
tangenten er parallel med diagonale i det parallelogram, der fremkommer, nar

man traekker paralleller til asymptoterne gennem H, jfr. diskussionen af hyper-
beltangenter i heeftet: De centrale keglesnit med GeoMeter.
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4. Hyperbel 4pkt: C - A1 - A2 - P (Centrum - To asymptotepunkter -
Randpunkt)

Vi ser sa pa hyperblen defineret ud fra sit centrum og sine asymptoter. Vi vil
da typisk have centrum og asymptoterne til radighed. Dertil kommer s endnu
et tilfeeldigt punkt pa hyperblen. Nar man veelger dette veerktgj skal man altsa
forst udpege centrum C, dernaest to ankerpunkter for asymptoterne og endelig
et fjerde punkt P, der ligger pa hyperblen. Punkterne kan veelge frit eller afseet-
tes oveni allerede konstruerede punkter. Sa snart man har afsat centrum duk-
ker asymptoterne op en for en, mens man afseger placeringen af asymptote-
punkterne A; og Az. Til sidst kan man se hele hyperbelkonstruktionen inklusi-
ve asymptoterne og de fire toppunkter, mens man afsegger placeringen af det
fijerde punkt P:

Bemeerkning: Hvis det fjerde punkt afseettes pa en af asymptoterne, fas en de-
genereret hyperbel, der blot bestar af de to asymptoter.

5. Hyperbel 3pkt: F1 - F2 - P (To braendpunkter - Randpunkt)

Vi ser derneest pa hyperblen defineret ud fra sine braendpunkter. Vi vil da ty-
pisk have breendpunkterne stillet til rddighed. Dertil kommer sa endnu et til-
feeldigt punkt pa hyperblen, der selvfolgelig godt kan veelges som et toppunkt.
Nar man veelger dette veerktej skal man altsa ferst udpege breendpunkterne Fi
og F2 og derneest et tredje punkt P, der ligger pa hyperblen. Punkterne kan
veelge frit eller afsaettes oveni allerede konstruerede punkter. Mens det andet
breendpunkt F2 afseettes, vises ogsa centrum C for hyperblen. Derefter kan
man se hele hyperbelkonstruktionen inklusive de fire toppunkter, mens man
afseger placeringen af det tredje punkt P:

Det er nemt at konstruere en tangent til et hyperbelpunkt H ud fra breend-
punkterne, idet tangenten jo halverer vinklen mellem breendstralerne FiH og
F2H. Forst udpeges punkterne Fi, H og F2 og man kan konstruere vinkelhalve-
ringslinjen, der netop er rettet langs tangenten. Dernaest konstrueres tangen-
ten som parallellen til vinkelhalveringslinjen gennem hyperbelpunktet H.
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6. Parabel 2pkt: F - T (Braendpunkt — Toppunkt)

Dette er standardkonstruktionen af en parabel du fra dens breendpunkt og le-
delinje. Nar vi har fastlagt breendpunkt og toppunkt, har vi nemlig ogsa fastlagt
parablens akse. Da ledelinjen star vinkelret pa aksen og skeerer aksen dobbelt
sa langt ude som toppunktet er det nemt at feerdiggere konstruktionen. Nar
man veelger dette veerktej skal man altsa ferst udpege breendpunktet F og der-
neest udpege toppunktet T. Parablen fremkommer som ssedvanlig under ud-
pegningen af toppunktet T:

F

T

Far man brug for fx en parabeltangent ma man forsyne parablen med dens
akse og fx udnytte at parabeltangenten 'afskeerer' lige store stykker TP' og TP"
pa hver sin side af toppunktet. Her fremkommer P' ved en vinkelret projektion
ind pa parablens akse (1):

NI

(1) p"

Men man kan selviglgelig udnytte spejlingsegenskaben (2): Tangenten halverer
netop vinklen mellem breendstralen FP og akseparallellen QP. Her er Q et
hjeelpepunkt pa akseparallellen. Udveelges punkterne F, P og Q kan vi derfor
konstruere vinkelhalveringslinjen, der netop har tangentens retning, og der-
neest tangenten selv som den linje gennem P, der er parallel med vinkelhalve-
ringslinjen.

Far man endelig brug for parablens skulderpunkter S; og Sz tager man ud-
gangspunkt i kvadrater med siden FT:
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7. Parabel 3pkt: T — A - P (Toppunkt - Aksepunkt - Randpunkt)

Vi ser derneest pa konstruktioner, hvor vi kun har det ene af de karakteristiske
punkter til radighed, her toppunktet T. Vi ma da ogsa have kendskab til ak-
sen gennem et aksepunkt A og yderligere et randpunkt P pa parablen. Det fast-
leegger parablen fuldsteendigt ud fra en kvadratisk proportionalitet. Placeres
et teenkt koordinatsystem med begyndelsespunkt i toppunktet T og aksen som
y-akse far parablen nemlig ligningen y = k - X2, dvs. y og X2 er proportionale.
Det gor det nemt at konstruere parablen som et geometrisk sted. For detaljer
kan man laese i det kommende heefte ' Parablen med Geometer'. Sa snart man
har afsat toppunktet viser aksen sig under udveelgelsen af aksepunkt. Derneest
viser parablen sig under udveelgelse af randpunktet:

Far man brug for breendpunktet F kan dette konstrueres ret nemt, fx ved at
ud fra spejlingsegenskaben ved at udnytte at en akseparallel strale passerer
gennem breendpunktet efter at vaere blevet spejlet i tangenten.

8. Parabel 3pkt: F - A - P (Breendpunkt — Aksepunkt - Randpunkt)

Dette er den tilsvarende konstruktion, hvor vi denne gang har braendpunktet
F til radighed. Vi ma da ogsa have kendskab til aksen gennem et aksepunkt A
og yderligere et randpunkt P pa parablen. Det fastleegger parablen fuldsteen-
digt. Sa snart man har afsat breendpunktet viser aksen sig under udveelgelsen
af aksepunkt. Derneest viser parablen inklusive sit toppunkt sig under udveel-
gelse af randpunktet:
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9. Parabel 3pkt: P1 - P2 - S (To Randpunkter - Tangenternes skaerings-
punkt)

Endelig kigger vi pa en mere generel parabelkonstruktion. Parablen er et meget
specielt keglesnit midtvejs mellem ellipsen og hyperblen. Der findes kun én pa-
rabelform, idet alle parabler er ligedannede. Parablen er derfor sin egen form
lige som cirklen. Parablen har én bestemt excentricitet — nemlig 1 — i modseet-
ning til ellipsen, der kan have alle mulige excentriciteter mellem O og 1 eller
hyperblen, der kan have alle mulige excentriciteter over 1. Men behever derfor
kun fire oplysninger for at kunne rekonstruere en parabelform, i modseetning
til ellipser og hyperbler, hvor fem oplysninger er nedvendige, jfr. det naeste
veerktej. Man kan dog ikke specificere en parabel fuldstaendigt ved hjeelp af fire
punkter, idet to parabler i almindelighed vil skeere hinanden i fire punkter, sa
der gar ikke en entydig parabel gennem fire forelagt punkter. I stedet viser det
sig at veere simpelt at konstruere parabelbuer baseret pa to reringspunkter
med tilhgrende tangenter. Man kan derfor specificere en parabelbue ved at an-
fore en trekant ABC, hvor parablen tangerer trekanten i de to hjerner A og B.
Siderne AC og BC fungerer altsa som parabeltangenter. Konstruktionen er ba-
seret pa en simpel egenskab ved parabeltangenter og ligger til grund for en
simpel teknik med at 'sy parabler'. For detaljer kan vi fx igen henvise til det
kommende heefte 'Parablen med GeoMeter'.

Nar man benytter dette veerktgj udpeger man altsa de to parabelpunkter Pi og
P2 og derneest tangenternes skeeringspunkt S. Nar det forste parabelpunkt er
afsat vises forbindelseslinjen (trekantens grundlinje) til det andet parabel-
punkt. Derneest vises hele parablen inklusive toppunkt, akse og de to tangen-
ter, mens skaeringspunktet S afsoges:

Midtpunktstransversalen til grundlinjen Pi1P2 er igen en tangent til parablen
med midtpunktet som reringspunkt. Denne proces kan nu fortseettes iterativt
og giver anledning til en beremt approksimation af parabelbuen med trekantsi-
der, der ligger til grund for fx Arkimedes bergmte karakterisering af arealet ud-
speendt af parabelbuen som veerende 2/3 af arealet af trekanten P1P2S.

Bemeaerkning: Medianen fra S er parallel med parablens akse. Da tangenten i
toppunktet star vinkelret pa aksen kender vi derfor toppunktstangentens ret-
ning. Det giver anledning til den simple konstruktion af toppunktet og dermed
af parablens akse, som netop er indbygget i det ovenstaende veerkto;j.
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10. Keglesnit 5 pkt: P1 - P2 - P3 - P4 - P5 (Fem Randpunkter)

Den almene keglesnitskonstruktion bygger pa karakteriseringen af et keglesnit
som det geometriske sted for de punkter, hvorfra man ser fire punkter under et
fast dobbeltforhold. Det kreever derfor fem punkter at fastleegge et alment keg-
lesnit: Fra det ene af de fem punkter ses nemlig de fire gvrige punkter under et
bestemt dobbeltforhold. Selve konstruktionen er i evrigt baseret pa Pascals
seetning om indskrevne sekskanter i et keglesnit.

Nar man benytter dette veerktgj skal man altsa veelge/afseette fem punkter. Nar
de forste fire punkter er afsat fremkommer keglesnittet mens man afseger pla-
ceringen af det femte punkt. P4 den made kan man fx som vist spore familien
af keglesnit gennem hjernerne i en firkant:

P
5 P4

P,

Den almene keglesnitskonstruktion benyttes isser, nar man mangler oplysnin-
ger om akser og breendpunkter. Hvis der fx er givet en trekant ABC og et vilkar-
ligt punkt S, sa vil forbindelseslinjerne SA, SB og SC skeere trekantsiderne i
fodpunkterne as, bs og cs. Hertil kommer midtpunkterne Ma, My og M. for de
tre trekantsider. Tilsvarende kan vi konstruere midtpunkterne for forbindelses-
stykkerne AS, BS og CS. Disse ni punkter vil da som vist ligge pa et keglesnit
Ks. Man kan sa fx undersoge, hvorledes dette keglesnit atheenger af placerin-
gen af S.
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