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I ar er det forste ar, hvor CAS-forseget er et standardforseg og alle studen-
tereksamensopgaverne derfor foreligger i to varianter: Den almindelige vari-
ant, der skal lgses med en grafregner, og sa CAS-varianten, der skal loses
med et CAS-veerktgj, dvs. et computer-algebra-system. Pa Haslev Gymnasi-
um og HF har vi netop i ar skiftet til CAS-forseget for de nye matematiker-
klasser. Vi var derfor selvfglgelig speendt pa at se variationerne fra de almin-
delige seet til CAS-saettene, om end det jo forst er fra neste sommereksamen
at vores elever selv kommer i ilden.
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Figuren viser i et koordinatsystem med begyndelsespunkt ¢ grafen for funk-
tionen [ givet ved

f(xy=cosx, 0= x=I.

For ethvert tal 1= ]D;%[ er (}{f,cos i) et punkt pi grafen for j. Idet P og R
betegner projektionerne af (¢ pd henholdsvis ferste- og andenaksen, er firkant
OPOR et rektangel med arealet A(f)= 1-cos/.

Benyt grafregneren til at bestemme den vardi af i, for hvilken arealet af rekt-
anglet er stgrst muligt.

Bestem for ='_% en ligning for tangenten til grafen for f i punktet {J.

For ethvert tal 1= ]ID:-%-[ betegner ! tangenten til grafen for [ i punktet ¢J. Tan-
genten skerer forsteaksen i punktet 5 og andenaksen i punktet 7.

Gor rede for, at arealet F (/) af trekant 057 kan skrives som
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Benyt grafregneren til at bestemme den vardi af ¢, for hvilken 5 (1) er mindst
mulig.

Samtidigt indeholder arets seet en af de smukke eksamensopgaver, der kan
danne afseet for et symbolsk matematikprojekt — pa samme made som man-
gen en fysikopgave i arenes lgb har dannet afseet for et eksperimentelt fysik-

projekt.




Det er endda ikke engang en egentlig CAS-opgave, idet den er formuleret, sa
man kan skyde sig igennem med en grafregner. Det drejer sig om den valg-
frie opgave 7a fra seettet til det 3-arige forleb til A-niveau, hvor man skal
maksimere arealet af det indskrevne rektangel, henholdsvis minimere arealet
af den omskrevne trekant, til grafen for en cosinusfunktion pa det forste
stykke i forste kvadrant. Opgaven indeholder imidlertid en smuk overraskel-
se, idet det viser sig, at de to arealer har et feelles ekstremumssted — og sa
kan man jo ikke lade veere med at undre sig: Hvorfor nu det?

Det gaelder om at holde hovedet koldt ...

Lad os starte med at lgse opgaven sadan omtrent som man ville gere det med
en grafregner. De ligninger, der skal lgses undervejs, kan alligevel ikke lgses
eksakt. Hvis vi kigger pa grafpunktet (¢, cos(t)), sa er arealet A(t) for det ind-
skrevne rektangel abenbart givet ved A(t) = t -cos(f). Vi kan nemt illustrere
grafen for cosinusfunktionen med et indskrevet rektangel (fx for t-veerdien
n/3):

o

Tilsvarende kan vi nemt tegne grafen for arealfunktionen A(x) = x * cos(x) og
finde maksimumsstedet grafisk. Det maksimale areal for det indskrevne rek-
tangel findes altsa i x » 0.86033359 og sterrelsen af det maksimale areal er
givet ved Amax ® 0.56109634 (alt sammen med den usikkerhed, der nu er
forbundet med de grafiske rutiner):

Maksimum
®oi . BEHIIES9 yot 96109634

Men nu har vi jo en symbolsk lommeregner til radighed, sa det er heller ikke
sveert at lgse opgaven symbolsk ved at differentiere arealfunktionen og sa
bestemme nulpunktet for den forste afledede numerisk (da den fremkomne
ligning ikke kan leses symbolsk). Fortegnet for den anden afledede viser net-
op, at der er tale om et lokalt maksimum (og grafen viser sa, at der rent fak-
tisk er tale om et globalt maksimum i intervallet [0; n/2]):
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Vi gar sa over til at se neermere pa den omskrevne trekant. Hertil far vi brug
for tangentligningen for tangenten med reringspunkt i grafpunktet (¢,cos({)),
sa vi kan beregne skaeringspunkterne med akserne. Men her kan vi jo benyt-
te taylorkommandoen:

By =tayloricos(xl,x, 1,1
u=cos{t) =[x -t =inft)
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Arealfunktionen for den omskrevne trekant er altsa givet ved

b(t) = (cos(t)+.t-sin(t))2
2-sin(t)

Det er noget simplere end det udtryk, der foreslas i opgaveteksten, men det
er nu ikke sveert at vise, at de er sekvivalente. Som for kan vi illustrere gra-
fen for cosinusfunktionen med et indskrevet rektangel (igen for t = n/3):
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Tilsvarende kan vi nemt tegne grafen for arealfunktionen B(x) og finde mini-
mumsstedet grafisk:




Minimum
wCi . SRHE3I334 goil 1221327

Og her kommer sa overraskelsen: Det minimale areal for den omskrevne tre-
kant findes i x = 0.86033334 (og sterrelsen af det minimale areal er givet ved
Bmin = 1.1221927). Det ligner uneegtelig det tidligere fundne maksimumssted
for A(t) sa meget, at de i virkeligheden godt kunne vaere ens! Det kan vi bare
ikke eftervise ved en numerisk rutine, for uanset hvor mange decimaler de to
steder synes at have feelles kan de neeste decimaler skille dem ad.

Det giver umiddelbart et problem: For lgsningen pa ekstremumsproblemet er
ikke eksakt, da vi netop ender med en ligning, cos(t) = t-sin(f), der ikke kan
loses symbolsk. Her geelder det derfor om at holde hovedet koldt: Selv om vi
ikke kan leose ligningen eksakt kan vi rent faktisk godt checke ved en sym-
bolsk udregning, om de to problemer forer til den samme ligning. Vi differen-
tierer derfor B(t) og ser, hvad der sker:
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—cos(h)-(costt) + tosinlt)) [cosit) - L-sindt))
2-|:sinu:t:|:|2
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Jo, der dukker preecis den samme faktor, cos(t) — ¢t sin(f), op i den afledede
for B(t). Og de andre faktorer har konstant fortegn i intervallet |0; n/2[. Det
er godt nok ikke noget, som maskinen kan overskue, sa den advarer om, at
der principielt kan veere flere loesninger. De skulle i sa fald komme fra den
anden ligning, cos(t) = -t sin(f). Men vi ved bedre!

Der skete altsa faktisk et mirakel: Maksimumsstedet og minimumsstedet
falder sammen. Spergsmalet er sa om det er et tilfeelde, som skyldes seerlige
omsteendigheder ved cosinusfunktionen eller om det er et alment faenomen,
som i en vis forstand vil indtreeffe for alle funktioner, hvor problemstillingen
giver mening. Det er her muligheden opstar for at udfordre eleverne med et
projekt: Undersog sammenhaengen mellem det storste indskrevne areal og
det mindste omskrevne areal for grafen til en differentiabel funktion.

Tampen brzender ...

Vi er vant til de kognitive problemer elever har med at forsta funktionsbegre-
bet: Overgangen fra at beregne en konkret veerdi for et areal til at betragte
sammenhaengen mellem arealet og grafpunktets x-koordinat som et konkret
objekt, en arealfunktion man kan manipulere, er et stort kognitivt skridt.
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Men til sidst leerer de at mestre handteringen af sddanne konkrete funktio-
ner, pa samme made som de leerte at handtere forst tal, og dernaest variable.
Men ovenpa dette trin findes endnu et lag, hvor man i stedet for at arbejde
med konkrete funktioner, fx cos(x), betragter vilkarlige abstrakte funktioner,
dvs. f(x, g(x) osv. som objekter, man kan manipulere.

Computeralgebrasystemer har det ligesom eleverne bedst med konkrete
funktioner: Dem kan de uden videre differentiere symbolsk, og de er ogsa ret
gode til at integrere dem symbolsk henholdsvis til at udregne konkrete
greenseveerdier symbolsk. Men nar det kommer til at handtere abstrakte
funktioner skiller vandene. Det gar sa nogenlunde med differentiation, men
sa snart vi kommer til fx de symbolske greenseovergange er der stor forskel,
pa hvad et lille system som Derive henholdsvis et stort system som fx Maple
kan preestere. Men her vil vi kun kigge pa differentiation, og der kan Derive
godt folge med. Vi kan altsa ogsa bruge CAS-systemerne til at assistere ele-
verne med at manipulere med abstrakte funktioner og dermed hjeelpe dem
med at udvikle Hgjere Ordens Teenkning om funktioner. Det er her, tampen
braender!

Til det formal har vi brug for et projekt, hvor eleverne kan ga pa udforskning
i en matematisk problemstilling med abstrakte funktioner, hvor de selv kan
prove at afklare, hvad der geelder i den pageeldende problemstilling. Det er
her arets opgave kommer som sendt fra himlen. Lad os preve at skitsere,
hvad der kunne komme ud af et sddant projekt. Vi skal altsa have laftet pro-
blemstillingen med de indskrevne og omskrevne figurer til grafen for en
funktion, der blot i grove traek opferer sig som en cosinus funktion. Som ek-
sempler pa sadanne funktioner kan vi foruden cosinusfunktionerne

X
f(x)=y,-cos| —-—
()=, (XO 2}
se pa parabelfunktioner af typen

9(x) =y, -(1—X—2]

Xo

X2
h(X):yO.,"l__Q?
XO

alle med xo og yo som veerende positive parametre, der angiver skeeringerne
med de to akser.

og ellipsefunktioner af typen

En simpel aktivitet kan bestd i at undersege problemstillingen for andre
funktioner end cosinusfunktionen fx de to sidstneevnte. Hvis vi giver para-
metrene konkrete veerdier (som i eksamensopgaven) ber alle kunne veere
med i dette forste trin. Men mange vil ogsa kunne handtere variable para-
metre i funktionerne (hvilket udelukker grafisk analyse) — en kompetence,
der jo netop dyrkes meget i eksamenskommissionens CAS-opgaver.



For elever med sans for hgjere ordens teenkning er det imidlertid de abstrak-
te funktioner, der blot ligner cosinusfunktionen, der skal underseges. Vi ma
sa forst preecisere, hvad det vil sige at en abstrakt funktion opferer sig pa
samme made som cosinus-funktionen. I et projekt skal det selviglgelig vaere
et abent spergsmal, men lad os give et bud og teenke os, at vi er kommet
frem til de felgende krav for funktionen f:

1) Funktionen fer defineret pa et interval af formen [0; xo] som afbildes af-
tagende pa et interval af formen [0; yo], hvor xo og yo er positive reelle
tal, dvs. der geelder specielt f(0) = yo og f(xo0) = O.

2) Funktionen f er vilkarligt ofte differentiabel i det indre af definitionsin-
tervallet ]0; xo[ hvor savel f' som f" er negative.

Det forste krav — at f' er negativ i det indre af intervallet - er selvfolgelig i
overensstemmelse med at f er aftagende pa intervallet, mens det andet krav
tilsvarende udtrykker at grafen er nedad hul i intervallet.

I forbifarten bemeerker vi, at de tre funktionseksempler ogsa viser, at vi intet
kan sige om fortegnet for den tredje afledede, idet den tredje afledede er posi-
tiv for cosinusfunktionen, forsvinder identisk for parabelfunktionen, mens
den er negativ for ellipsefunktionen.
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Specielt den tredje afledede af ellipsefunktionen er rimeligt krydret. Det er
ikke en differentiation jeg sadan lige klarer pa bagsiden af en serviet til mor-
genbordet. Men jeg er nok ogsa ved at veere lidt gammel og synes ikke det er
sa sjovt at differentiere lgs som i mine unge dage!
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Cas i ilden ...

Sa er vi klar til at undersgge den generelle opforsel af arealet for det ind-
skrevne rektangel henholdsvis arealet for den omskrevne trekant.

Det indskrevne rektangel. Det har selvfglgelig arealet A(f) = t f (). Vi finder
nu de to forste afledede:
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Da A"(t) =f"(t)t+ 2f'(t) ses det, at begge leddene er negative, dvs. den an-
den afledede er negativ, sa grafen for A er nedad hul. Vi ser derfor, at areal-
funktionen for det indskrevne rektangel opferer sig ligesom i tilfeeldet med
cosinusfunktion. Specielt er der preecis ét maksimumssted som lgser lignin-
gen

A'(t)=0 dvs. f'(t)-t+f(t)=0

Denne ligning kan i almindelighed ikke loses symbolsk, men det afggrende
for os er jo ogsa blot at vide, at den har en entydig lesning i det indre af in-
tervallet ]O; xol.

Den omskrevne trekant. Den har arealet 2h- g, og vi skal blot finde et pas-
sende udtryk for hejden h og grundlinjen g. Vi opskriver derfor tangentlig-
ningen. Det kan ikke gores med taylorkommandoen, da den ikke virker pa
abstrakte funktioner. Men vi kan sagtens indskrive tangentligningen direk-
te, fx pa den symmetriske form: y - f (8 = f'(§) (19:
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w=Fby - (RCE)
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Leeg meerke til at maskinen selv faktoriserer udtrykket for B(t), og at det di-
rekte af udtrykket fremgar, at B(t) er positiv i det indre af intervallet, idet vi
jo har forudsat, at f'(t) er negativ. Derimod behgver trekantarealet ikke vaere
defineret i det venstre endepunkt, idet grafen for f godt kan have en vandret
tangent i dette punkt. Det er netop tilfeeldet for vores tre eksempelfunktio-
ner, hvorfor B(t) far en lodret asymptote pa dette sted.

Spergsmalet er sd hvordan trekantarealet opforer sig som funktion. Det kan
vi nok nemmest finde ud af ved at beregne den forste afledede. For treenede
symbolekvilibrister uddannet i fordums tid pa Universitetet kan det selvfol-
gelig sagtens gores i handen, men for vore elever er det et rimeligt snasket
udtryk, sa her er det bestemt rart at fa lidt teknisk assistance:
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Leeg igen meerke til, hvor peent udtrykket faktoriseres — og ikke mindst at
den forste af faktorerne netop er den samme som vi fandt fer, da vi differen-
tierede arealfunktionen A(t) for det indskrevne rektangel. Det viser netop at
alle nulpunkterne for A'(t ) ogsa dukker op som nulpunkter for B(t). Men
faktisk kan vi sige noget mere. De ovrige faktorer har nemlig konstant for-
tegn, idet der jo abenlyst geelder at (f'(t) - t — f (t)) er negativ i det indre af
intervallet |O; xo[ . Der er derfor ikke andre nulpunkter end dem der nedarves
fra A'(t)! Og da B'(t) samlet har det modsatte fortegn af A'(t) betyder det, at
B netop har et minimumssted hvor A har et maksimumssted. Der ma endda
veere tale om et globalt minimum, da det er det eneste nulpunkt. Dermed
har vi vist, hvad vi lovede, nemlig at sammenfaldet mellem maksimumsste-
det for det indskrevne rektangel og minimumsstedet for den omskrevne tre-
kant ikke er noget tilfeelde: Det er en hel generel egenskab for alle funktio-
ner, der opforer sig ’tilstraekkeligt peent’ i forste kvadrant.

Med CAS ved handen kan vi endda checke fortegnet for den anden afledede
af B(f) direkte:
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Den anden afledede bestar altsa af to led. Det forste af leddene indeholder
faktoren den tredje afledede af f, dvs. f"'. Men fortegnet for f"' kan vi intet
sige om i almindelighed. Heldigvis indeholder dette led ogsa faktoren
(F'(t) - t+ f(t))

som er lig med nul i ekstremumsstedet. Vi skal altsa kun kigge pa det andet
led i ekstremumsstedet. Det er til gengeeld et paent led, idet alle faktorerne
har konstant fortegn i det indre af intervallet |0; xo[. En samlet vurdering af
fortegnet viser faktisk, at det nedvendigvis er positivt. Selv om grafen for B(t)
i almindelighed har mulighed for at slingre lidt (dvs. den beheover ikke vaere
opad hul), sa er den altid opad hul i ekstremumsstedet, der derfor nedven-
digvis er et minimumssted.

Pa dette sted i projektet kan vi sa begynde at slaekke pa kravene for f: Kan vi
fx opgive kravet om at grafen for f er nedad hul? Men nu ber vi ikke rgbe me-
re, for der er stadigveek lidt godter tilbage i undersogelsen. I stedet haber vi,
at vi med dette eksempel har sandsynliggjort, at CAS-systemer kan medvirke
til en storre bredde i de projekter, sma som store, som eleverne kan kaste sig
over i lebet af deres gymnasietid — projekter, som maske endda kan kulmine-
re med en tredjearsopgave, som ikke bare er et rent ’biblioteksspeciale’, hvor
eleverne kan sla svarene op i diverse beger uden selv at ga pa opdagelse.



