Grafveerktojer til GeoMeter
Bjorn Felsager, Haslev Gymnasium & HF, 2003

Nar man installerer GeoMeter pa sin maskine fglger der en lang reekke special-
veerktgjer med. Men det er ogsa muligt at skreeddersy sine egne pakker med
specialveerktgjer. Nu hvor GeoMeter kommer med en fuldt udstyret grafregner
til at handtere funktionsgrafer og endda inkluderer en primitiv symbolsk diffe-
rentiation er det neerliggende at tilfgje en standardpakke med grafveerktejer til
at lgse de mest almindeligt forekommende opgaver med grafer, sdsom at finde
toppunkter for grafer eller at beregne skeeringspunkter med grafer. Det er en
sadan standardpakke, der beskrives i det felgende. Den kommer som en gan-
ske almindelig GeoMeter-fil med navnet Grafveerktejer, og den kan fx down-
loades fra GeoMeters danske hjemmeside (som du far automatisk adgang til via
Hjzelp-menuen).

Hvis man kopierer filen 'Grafveaerktejer.gsp' over i makromappen for GeoMeter
vil standardveerktgjerne automatisk blive indleest som vist pa figuren neden-
under. Ellers ma man abne filen Grafveerktejer og have den liggende i bag-
grunden, nadr man gnsker at bruge disse veerktgjer:
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Som det ses rummer pakken 11 standardveerktejer, der naturligt falder i to
grupper: De forste 7 veerkteojer handler om anvendelse af differentialregning (fx
via Newtons metode) og de sidste 4 veerktgjer handler om integralregning. Da
GeoMeter handterer differentialregning symbolsk er det trivielt at implementere
de forste 7 veerktgjer. Derimod er der ikke pa forhand indbygget nogen symbol-
ske rutiner til at handtere integraler. Her ma man altsa selv implementere en
approksimerende sum, hvilket viser sig ikke at veere helt trivielt.
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Forste del: Grafvaerktojer, der bygger pa differentialregning

1. Rod: |Rod Fix0) = 0: vaslg i) - PRiP]

For at finde redder benyttes Newtons metode med 10 iterationer, dvs. standar-
diterationen

Den kreever, at man veelger en startveerdi teet ved den segte rod.

Nar man veelger Rod-veerktgjet skal man derfor ferst udpege forskriften for
graffunktionen f (x) og dernaest et sggepunkt P teet pa roden. Roden dukker da
op pa skeermen sammen med x- og y-koordinaten.

1 trin: Klik pa forskriften:

f(x) = sin(x)

N

2 trin: Udpeg roden:

f(x) = sin(x)
Xpod = =3.14159 T
Yroa = 0.00000 +

Bemeerkning: y-koordinaten er medtaget som en numerisk kontrol.
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Skaering Flx=gx): vwaslg Fix) - gix) - PkEP

2. Skeering:

For at finde skeeringspunkter mellem to grafer benyttes Newtons metode med
10 iterationer til at lgse ligningen f (x) = g (x), dvs. standarditerationen

f(x)-g(x)
f'(x)=-g'(x)

Den kreever, at man veelger en startveerdi teet ved det segte skeeringspunkt.

X —> X -

Nar man veelger Skaerings-veerktgjet skal man derfor forst udpege forskriften
for de to graffunktioner f (x) og g(x) og dernaest et segepunkt P teet pa skee-
ringspunktet. Skeeringspunktet dukker da op pa skeermen sammen med den
feelles x-koordinat og de tilherende funktionsveerdier (som numerisk kontrol pa
at ligningen er lost korrekt).

1 trin: Klik pa forskrifterne for f(x) og g (¥):

1
f(x) = sin(x) |9(X)= 1-(1)-1
K

2 trin: Udpeg skeeringspunktet:

1
st f(x) = sin(x) 9(X) = 1'(1)'1
1 xSkaaring = 2.84997

f(Xskering ) = 0.28751
9(Xskaring) = 0.28751

-




Toppunkt Filx0=0: Yalg fix) - PEEP

3. Toppunkt:

For at finde toppunkter benyttes Newtons metode med 10 iterationer til at lose
ligningen for stationeere punkter f'(x)=0, dvs. standarditerationen

f(x)

X xXx———=

f(x)
Den kreever, at man veelger en startveerdi teet ved det segte toppunkt.

Nar man veelger Toppunkts-veerktojet skal man derfor forst udpege forskriften
for graffunktionen f (x) og dernaest et segepunkt P teet pa toppunktet. Toppunk-
tet dukker da op pa skeermen sammen med x- og y-koordinaten.

1 trin: Klik pa forskriften:

f(>) = sin(x)

K

2 trin: Udpeg toppunktet:

f(>) = sin(x) 2+
xTuppunkt - -1 -5?080
y'l'uppunkt - -1 -unuuu




4. Tangent: Tangent: Weelg Fix) - F'kJ:F"

For at finde tangenter udnyttes det at tangenten har heeldningen f'(x,) og der-

for gar gennem reringspunktet (x,, f(x,)) savel som det forskudte punkt:

(xo +1,f(xo)+f’(xo))

Nar man veelger Tangent-veerktojet skal man derfor forst udpege forskriften for
graffunktionen f (x) og dernaest tangentens reringspunkt. Tangenten dukker da
op pa skeermen sammen med x -koordinaten for reringspunktet samt ligningen
for tangenten.

1 trin: Klik pa forskriften:

f(x) = sin(x)
X T

2 trin: Udpeg roringspunktet:

f(x) = sin(x)

Xp = -4.14273
— .
Tangent: y = -0.53935x-1.39228

Bemeerkning: Man kan naturligvis godt klikke direkte pa et grafpunkt — ogsa
gerne et grafpunkt, der pa forhand er afsat pa grafen, fx for at finde ligningen
for tangenten i et pa forhand defineret grafpunkt.
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Yendetangent f'{x00=0: Yaelg Fx) - pkiP

5. Vendetangent:
For at finde vendetangenter benyttes Newtons metode med 10 iterationer til at
lose ligningen f "(x)=0, dvs. standarditerationen

_f'x)
fx)

Den kreever, at man veelger en startveerdi teet ved den sogte vendetangent.

X —> X

Nar man veelger Vendetangent-veerktojet skal man derfor forst udpege forskrif-
ten for graffunktionen f (x) og derneest et segepunkt P teet ved vendetangentens
roringspunkt. Vendetangenten med tilherende reringspunkt dukker da op pa
skeermen sammen med x- og y-koordinaten for reringspunktet samt ligningen
for vendetangenten.

1 trin: Klik pa forskriften:

f(x) = sin(x)

X N

m——
i
ra

2 trin: Udpeg vendetangentens rgringspunkt:
f(x) = sin(x)

Xvende = -3.14159

nde = 0.00000 T

Ven tangenE: y = -1.00000x-3.14158 T




6. Normal:

For at finde normaler udnyttes det at normalen har heeldningen -1/ f'(x,) og

derfor gar gennem roringspunktet (xo, f (xo)) savel som det forskudte punkt:

1
(xo +1,f(xo)——f,(xo)j

Nar man veelger Normal-veerktojet skal man derfor forst udpege forskriften for
graffunktionen f (x) og derneest normalens fodpunkt. Normalen dukker da op
pa skeermen sammen med x -koordinaten for fodpunktet samt ligningen for

normalen.

Mormal: Yaelg Fix) - pktP

1 trin: Klik pa forskriften:

f(x) = sin(x)

K

2 trin: Udpeg fodpunktet:

Bemeerkning: Man kan naturligvis godt klikke direkte pa et grafpunkt — ogsa
gerne et grafpunkt, der pa forhand er afsat pa grafen, fx for at finde ligningen
for normalen i et pa forhand defineret grafpunkt.

f(>) = sin(x)
Xp = -3.60490

Normal: y = 1.11785x+4.47664

R
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Krumning: Waslg Flx) - pkiP

7. Krumning:
For at finde krumningscentret udnyttes det at krumningscentret har koordina-
S %)

terne:
1
. 1 ' 2
(x" £ Frg) (L1 10) )]

Nar man veelger Krumnings-veerktgjet skal man derfor forst udpege forskriften
for graffunktionen f (1) og dernaest krumningscirklens reringspunkt. Krum-
ningscirklen med tilherende rgringspunkt og centrum dukker da op pa skeer-
men sammen med x-, og y-koordinaterne for krumningscentret samt krum-
ningsradius og ligningen for krumningscirklen.

(14 £ ), flx) +

1 trin: Klik pa forskriften:

f(x) = sin(x)
N

-

2 trin: Udpeg roringspunktet:

f(x) = sin(x)
R =1.00159
Krumningscirkel: (x+1.57077)2+(y-0.00159]

2 =1.001592

Xkrumningscenter = =1.57077
center = 0.00159

-

Krumningscenter
-2

K

Krumi

ningscirkel

Bemeerkning: Man kan naturligvis godt klikke direkte pa et grafpunkt — ogsa
gerne et grafpunkt, der pa forhand er afsat pa grafen, fx for at finde ligningen
for krumningscirklen i et pa forhand defineret grafpunkt.



Integralrutinerne: generelle bemzerkninger

For at udregne et integral

[7 flx)x

benyttes en standard Gauss 3-punktsmetode som er lige sa simpel at imple-
mentere, men mere negjagtig, end Simpsonsummen. Den bygger pa tilneermel-
sessummen:

s sfart (i) sfor s fert oo )

hvor h er leengden af intervallet, dvs. h= b - a.

Afheengig af hvor peen funktionen er, kan man nu opna en god veerdi for et ri-
meligt antal intervalinddelinger. For paene funktioner, der ikke varierer vold-
somt henover integrationsintervallet vil summen typisk stabiliseres allerede ved
en 3-4 intervalinddelinger, sa her er ti intervalinddelinger rigeligt. Men for hur-
tigt varierende eller hurtigt svingende funktioner kan det veere nedvendigt at ga
op til fx 100 intervalinddelinger for summen stabiliseres.

Af disse og andre tekniske grunde er antallet af intervalinddelingerne en del af
integralrutinerne, dvs. for man far lov til at integrere skal man have oprette en
parameter N (eller en beregning/maling), der angiver det antal intervalinddelin-
ger, som man vil benytte i tilneermelsessummen.

Det har savel ulemper og fordele i praksis. Blandt fordelene er folgende:

1. Brugeren mindes om at der netop er tale om en tilneermelsessum og ikke
en eller anden form for eksakt symbolsk rutine.

2. Brugen kan selv sikre at udregningen er preecis ved at preve at skrue op
for antallet af intervalinddelinger. Hvis integralveerdien sendres er antal-
let ikke hgjt nok, og man kan nu skrue op indtil integralveerdien er stabi-
liseret — og summen altsa har antaget sin greenseveerdi. Den modne bru-
ger kan altsa selv tage ansvaret for integrationens negjagtighed. Den sva-
ge bruger kan bare szette et hgjt tal, fx 100, og habe pa at alt gar godt.

3. Hvis integralet skal bruges i videre konstruktioner af fx geometriske ste-
det er det vigtigt at kunne holde antallet af intervalinddelinger lavt for at
holde den samlede beregningstid nede (Det samme geelder naturligvis an-
tallet af punkter i det geometriske sted). Her er det en klar fordel at man
selv kan seette antallet af intervalinddelinger passende lavt, og stadigveek
kunne kontrollere at det geometriske sted ikke sendrer sig visuelt.

Konklusion:

For at fa lov til at integrere skal man altid huske forst at indfere en
parameter N, der angiver antallet af intervalinddelinger!




8. Integral med en funktion: Integral med en Fkk: waslg Fx) - M - plkkd - pkkB |

For eksempelvis at finde arealet af en grundfigur afgreenset af x-aksen, to lod-
rette linjer x = a og x = b, samt grafen for en positiv funktion f, skal man ud-
regne integralet:

[7 flodx

Nar man veelger Integral-veerktojet skal man derfor forst udpege funktionens
forskrift f (1) og antallet af intervalinddelinger N. Dernaest udpeger man start-
punkt A og slutpunkt B for omradet. Figuren hegrende til integralet skraveres
med jordfarven brun for den del af figuren, der ligger over x-aksen (og derfor
bidrager positivt til integralet) og vandfarven bla for den del af figuren, der lig-
ger under x-aksen (og derfor bidrager negativt til integralet). Greenserne samt
veerdien af integralet oplyses. Man skal selvfolgelig ogsa huske pa at startpunk-
tet skal ligge til venstre for slutpunktet — ellers skifter integralet fortegn!

1 trin: Klik pa forskriften for f (x) og antallet af intervalinddelinger NV:
f(x) =sin(x) N =10.00000
X

-
ih

E
Mé
r.a:é:
¢
L;
U‘é

2 trin: Udpeg start- og slutpunkt:

154 f(x) = sin(x) N =10.00000
Xap = 0.72132
T Xg = 4.49921
Integralet = 0.96250
“eT
:HH:HHH 1 ! . k 1
ost
AT

Bemeerkning: Forskellen pa arealet af det venstre brune omrade og det hgjre
bla omrade er altsa netop 0.96520.
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9. Integral mellem to funktioner: |I"'te'5“'a| mellern to Fkt: Vaelg Fx) - gix) - N - pktA - pkt B

For eksempelvis at finde arealet af en figur afgreenset af to lodrette linjer x = a
og x = b, samt graferne for to funktioner f og g, (med grafen for f gverst og gra-
fen for g nederst) skal man udregne integralet:

[7 70~ glx)ax

Nar man veelger Integral mellem to funktioner-veerktgjet skal man derfor
forst udpege funktionernes forskrift f (x) og g(x) samt antallet af intervalindde-
linger N. Derneest udpeger man startpunkt A og slutpunkt B for omradet. Figu-
ren herende til integralet skraveres med jordfarven brun for den del af figuren,
hvor den forste funktion f ligger overst (og denne del derfor bidrager positivt til
integralet) og vandfarven bla for den del af figuren, hvor den forste funktion f
ligger nederst (og denne del derfor bidrager negativt til integralet). Greenserne
samt veerdien af integralet oplyses. Man skal selvfglgelig ogsa huske pa at
startpunktet skal ligge til venstre for slutpunktet — ellers skifter integralet for-
tegn!

1 trin: Klik pa forskrifterne for f(x) og g(x) og antallet af intervalinddelinger N:

f(>) = sin(x) N =10.00000
g(x) = sin(2-x) N

2 trin: Udpeg start- og slutpunkt:

f(x) = sin(x) N =10.00000
g(x) = sin(2-x)
Xp = 0.00000

Xg = 3.14159
Y=f(X) Integralet = 2.00000

y=9(x)

Bemeerkning: Forskellen mellem arealet af det store brune omrade og arealet af
det lille bla omrade er altsa netop 2.
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‘ Buelsengde: Waelg Fix) - M - pkis - plkiB ‘

10. Buelaengde:

For at finde bueleengden for et udsnit af grafen for en differentiabel funktion f,
hvor udsnittet gar fra x = a til x = b, skal man udregne integralet:

[P+ £ ax

Nar man veelger Buelaengde-veerktojet skal man derfor forst udpege funktio-
nens forskrift f (1) og antallet af intervalinddelinger N. Dernaest udpeger man
startpunkt A og slutpunkt B for udsnittet af grafen. Udsnittet herende til inte-
gralet fremheeves med jordfarven brun. Graenserne samt veerdien af bueleeng-
den oplyses. Man skal selvfolgelig selv huske pa at startpunktet skal ligge til
venstre for slutpunktet — ellers skifter integralet fortegn!

1 trin: Klik pa forskriften for f(x) og antallet af intervalinddelinger IV:

154 f(2) = sin(x) N =10.00000
1 X
T
o8]
::::::HHH:::THHH:::2.:::::::::3:.':.:::::i:::::::::ﬁ::::::
as]

2 trin: Udpeg start- og slutpunkt:
250

f(>) = sin(x) N =10.00000
i Xa = 0.00000
Xg = 3.14159

buelangden = 3.82020

1.4

0.5
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12. Stamfunktion: Stamfunkkion: vaslg Flx) - M - x0 - slutF'kt‘

For at tegne grafen for en stamfunktion F (x) til en given funktion f (x) som et
geometrisk sted, skal man kunne handtere stamfunktionsintegralet:

Flx)=yo+[ flo)dt .

Nar man veelger Stamfunktions-vaerktejet skal man derfor forst udpege funk-
tionens forskrift f(x) og antallet af intervalinddelinger N. Derneest udpeger man
startpunktet (xo, yo) for stamfunktionen graf samt et slutpunkt for det omrade,
hvor stamfunktionens graf skal tegnes. Grafen for stamfunktionen tegnes som
et geometrisk sted sammen med det interval pa x-aksen, der afgreenses af de to
punkter. Hvis man vil have tegnet den del af grafen for stamfunktionen, der

ligger forud for startpunktet, skal man blot veelge sit slutpunkt for startpunktet
©.

1 trin: Klik pa forskriften for f(x) og antallet af intervalinddelinger N:

fOO =sin(x) N=10.00000
K

1.5+

A(0,1 11 y=f{x)

PN

2 trin: Udpeg start- og slutpunkt:

L L L L L L L L L L L

24

f(x)=sin(x) N=10.00000

y=f(x) -

=

h
I T I T O
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sy
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